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1． 量子力学形成の流れ
　
　量子力学は，19世紀末から20世紀初頭にかけて，原子分子の光学的・電気的・磁気的・熱学的性質を説明する様々な努力の結果として誕生した。そこで，量子力学を理解するためには，それがいかにして誕生したかについて，歴史的に追跡してみるという学習方法がある。量子力学の成立には，目に見えない原子分子の挙動について，多くの天才的な物理学者が熱心に研究し，互いに影響を与えながら少しずつ問題の本質に迫っていったという経緯があり，その全てを追跡するには多くの時間と労力を必要とする。上に掲げた図は，量子力学が形成された流れの概略である。これ以外に様々な実験や理論が関連しているが，流れのすじのみを示すことを意図したので，その多くを省略してある。この図に含まれる用語をキーワードとして，例えばインターネットの検索を行い，それらの１つ１つについて，理解を深めることによって，量子力学の概略を把握することができるであろう。
　この図は，量子力学の成立には，２つの流れのすじがあることを示している。その１つは，原子モデルと原子の発光スペクトルに関する研究から，原子中の電子の挙動を記述する数学形式を追求する流れであり，それはボーアモデルから前期量子論を経て，ハイゼンベルグの行列力学（行列とベクトルによる量子力学の表現形式）として完成する流れである。他の１つは，アインシュタインの光量子論（光の粒子像）に影響されて，粒子の波動的性質を表現するド・ブロイ波（物質波：粒子の波動像）の考えが導入され，それが従うべき波動方程式（シュレーディンガー方程式）を見いだすことによって完成をみた波動力学（演算子と関数による量子力学の表現形式）の形成の流れである。これら，２つの流れは共にプランクが1900年にエネルギー量子の概念を導入したことに，その出発点を見いだすことができる。行列力学と波動力学は，異なる数学形式に基づいた理論であるが，それらを実際の問題に適用すると，実質的に同じ結果を導いた。ディラックは，抽象代数学の形式で量子力学の内容を記述した。これによって，行列力学と波動力学は，それぞれ，抽象代数学で記述された量子力学の具体的な表現形式の１つであることが示された。
　この講義ノートでは，光量子論からド・ブロイ波を経て波動力学として量子力学が完成する流れを中核として，量子力学を説明する。
問題1_1　量子力学形成の流れ図に含まれる用語（プランク，エネルギー量子，光量子，光電効果，コンプトン効果，ラザフォードモデル，ボーアモデル，前期量子論，量子条件，対応原理，ド・ブロイ波，行列力学，波動力学，シュレーディンガー方程式，不確定性原理，ディラック，変換理論など）のそれぞれについて，インターネットを使って調べ，その内容を理解せよ。
問題1_2　参考文献（１）の第１章「エネルギー量子の発見」（pp.1-38）を精読し，その要点を整理せよ。
問題1_3　コンプトン効果は，光（Ｘ線）と電子が弾性衝突する際の光の散乱に関する実験を説明する量子論である。そこでは，光（Ｘ線）は，運動量
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，運動エネルギー
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をもった粒子として扱われる。コンプトン効果の実験とその理論について調べよ。また，入射Ｘ線の運動量，運動エネルギーの数値を計算せよ。
問題1_4　
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電子顕微鏡の中では，加速された電子は
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の運動エネルギーを持つ。この電子の運動量，波長を計算せよ。
　
問題1_5　紫色の光の波長は
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である。この光子の振動数，質量，運動量，エネルギーを計算せよ。
波（平面波，抽象波，理想的な波）の数学的表現
2．1 １次元実関数波
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波数：
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角速度（角振動数）：
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位相速度：
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初期位相：
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問題2.1_1 　式(2.1_1)を図示し，波の概略を示せ。
問題2.1_2 　式(2.1_1)より
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が従う波動方程式を導け。
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問題2.1_3 　波動方程式(2.1_5)において，以下の初期条件，境界条件を満たす解
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初期条件：
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境界条件：
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を仮定し（定在波解の仮定），これを式(2.1_5)に代入して，
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　これより，
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となる。この左辺は
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のみの関数，右辺は
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のみの関数であるから，これらが等しくなるのは，両辺が定数となる場合である。この定数を
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を得る。
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を分離定数という。
式(2.1_6)の一般解は，
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式(2.1_7)の一般解は，
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である。ここで，
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式(2.1_8)において，境界条件
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式(2.1_8)において，境界条件
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となる。これを満たすためには，
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[image: image47.wmf]w

についても，
[image: image48.wmf]n

L

n

k

w

u

p

u

w

º

=

=

だけが許される。(2.1_11)と(2.1_13)が成立する場合は，
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が常にゼロとなって，無意味な解となるので，これを排除して考える。
従って，境界条件を満足する波動方程式(2.1_5)の解は，
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であるが，任意定数を整理して，
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を得る。
　次に，式(2.1_14)において，初期条件
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2．2 １次元複素関数波
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ここで，
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問題2.2_1 　式(2.2_1)を図示し，波の概略を示せ。
問題2.2_2 　式(2.2_1)より
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が従う波動方程式を導け。
2．3 2次元実関数波
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波数ベクトル：
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問題2.3_1 　波の表式　
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2．4 ３次元実関数波
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波数ベクトル：
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問題2.4_1 　波の表式(2.4_1)において，等位相面を図示し，波の概略を示せ。
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2．5 ３次元複素関数波
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問題2.5_1 　式(2.5_1)より
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３．波動力学（Schrödingerの量子力学）
３．１　Einstein-de Broglieの関係式 (粒子性と波動性の共有を示す関係式)
エネルギー（粒子性）：
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３．2　Schrödinger方程式の導出
ドブロイ波が，式(2.4_1)，すなわち，
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  同様に，式(2.4_1)に微分演算子
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ここで，量子力学においても，
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これを
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と書ける。
Schrödinger方程式は，上で見たように，古典力学において系の時間発展を記述するハミルトン関数との対応を考慮して導かれたことに注目すると，このSchrödinger方程式は，量子力学において，系の時間発展を記述する式であると考えられる。
参考
L. de Broglieは自由空間を運動する1つの粒子には，
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を得る。これが自由空間を運動する1つの粒子の物質波（ド・ブロイ波）の波動方程式である。Schrödingerは，L. de Broglieの考えを力の場の中で運動する粒子に拡張した。即ち，
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３．３　波動関数の確率解釈
Schrödinger方程式の解である波動関数
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で与えられものとする（そのように理論をつくる）。ここで，演算子
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３．４　Schrödinger方程式の定常解
前述のSchrödinger方程式，
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を仮定する(定在波の解を求めることを当面の目的とする）。これを，式(3.2_8)に代入して，
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を得る。ここで，
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を定常状態の波動関数（定在波解）という。それは，これを式(3.3_1)
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[image: image226.wmf]y

の状態において，演算子
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が測定値となる」ことが分かる。
問題3.4_2　式(3.4_5)で表される定常状態
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が得られることを示せ。
（答）

[image: image232.wmf]=

Y

Y

=

ò

+¥

¥

-

r

H

H

d

*


[image: image233.wmf]=

-

+¥

¥

-

ò

r

H

d

e

e

iEt

iEt

h

h

/

/

*

y

y
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において，エネルギーを測定すれば，常に（すなわち，分散なしに）測定値
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問題3.4_3　式(3.4_4)で表される定常状態
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問題3.4_4　式(3.4_4)で表される２つの定常状態
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（答）
　エネルギー演算子を
[image: image260.wmf])

(

)

(

2

2

r

H

U

m

+

Ñ

×

Ñ

-

=

h

とすると，

[image: image261.wmf])

(

)

(

1

1

1

r

r

H

y

y

E

=

，
[image: image262.wmf])

(

)

(

2

2

2

r

r

H

y

y

E

=



[image: image263.wmf]=

H


[image: image264.wmf]r

r

H

r

d

t

t

)

,

(

*

)

,

(

ò

+¥

¥

-

Y

Y



[image: image265.wmf]r

r

H

r

r

d

e

r

c

e

c

e

c

e

c

t

iE

t

iE

t

iE

t

iE

}

)

(

)

(

{

*

}

)

(

)

(

{

/

2

2

/

1

1

/

2

2

/

1

1

2

1

2

1

h

h

h

h

-

-

-

+¥

¥

-

-

+

+

=

ò

y

y

y

y



[image: image266.wmf]r

r

r

r

d

e

r

E

c

e

E

c

e

c

e

c

t

iE

t

iE

t

iE

t

iE

}

)

(

)

(

{

}

)

(

*

*

)

(

*

*

{

/

2

2

2

/

1

1

1

/

2

2

/

1

1

2

1

2

1

h

h

h

h

-

-

+

+¥

¥

-

+

+

+

=

ò

y

y

y

y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
     
[image: image267.wmf]r

r

r

r

d

e

r

E

c

e

E

c

e

c

e

c

t

iE

t

iE

t

iE

t

iE

}

)

(

)

(

{

}

)

(

*

*

)

(

*

*

{

/

2

2

2

/

1

1

1

/

2

2

/

1

1

2

1

2

1

h

h

h

h

-

-

+

+¥

¥

-

+

+

+

=

ò

y

y

y

y


     
[image: image268.wmf]r

d

e

E

c

c

e

E

c

c

E

c

E

c

t

E

E

i

t

E

E

i

}

*

*

*

*

*

|

|

*

|

{|

/

)

(

1

2

1

2

1

/

)

(

2

1

2

2

1

2

2

2

2

2

1

1

1

2

1

2

1

2

1

h

h

-

-

-

+

+¥

¥

-

+

+

+

=

ò

y

y

y

y

y

y

y

y


　　 
[image: image269.wmf]2

2

2

1

2

1

|

|

|

|

E

c

E

c

+

=


問題3.4_5　任意の物理量を表すエルミート演算子
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において，演算子
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で表される物理量を測定するとき，その期待値及び分散を求めよ。ただし，
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（答）
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３．５　Schrödinger方程式の適用例
３．５．１　１次元調和振動子
  １次元調和振動子のハミルトニアンに対応する演算子は，
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問題 3.5.1_1　１次元調和振動子のSchrödinger方程式を解き，固有値及び固有関数を求めよ。
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　時間に依存しないSchrödinger方程式は，
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さらに，
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この微分方程式のべき級数解
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を求める。式(3.5.1_4)を式(3.5.1_3)に代入すると，漸化式
　
[image: image296.wmf]k

k

a

k

a

k

k

)

1

2

(

)

2

)(

1

(

2

e

-

+

=

+

+

+

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.5.1_5)
を得る。これより，係数の初めの２つ
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その場合，添え字の値が
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また，式(3.5.1_3)は，
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となる。この解
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[Alonso-Finn著 Physics，Addison-Wesley Publishing Companyより]
結局，Schrödinger方程式(3.5.1_1)の固有値は，
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それに属する固有関数は，
[image: image315.wmf]2

/

2

)

(

)

(

x

x

x

y

-

=

e

H

k

であるが，これを規格化して，
　
[image: image316.wmf]2

/

2

1

2

)

(

!

2

/

)

(

x

x

p

w

x

y

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

e

H

k

m

k

k

k

h


となる。ここで，
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問題 3.5.1_2　前問において，エルミートの多項式を
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問題 3.5.1_3　１次元調和振動子の位置と運動量に関する分散をそれぞれ計算し，それらの不確定性関係を示せ。
３．５．２　　　１次元箱形（井戸型）ポテンシャル
１次元箱形ポテンシャルを有するSchrödinger方程式は，その解が初等関数で表わされる数少ない例の１つである。１次元箱形ポテンシャルは，以下の形のものがある。
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ここで，
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は正の定数である。式(3.5.2_1)が一番簡単な場合であり，波動関数はすべて束縛状態を表し，真ん中の領域のみに存在し，他の領域への浸み込みはない。１次元箱形ポテンシャルを有するSchrödinger方程式を解くと，式(3.5.2_3)の場合には，障壁のトンネル効果に関する知見が，その他の場合には，束縛状態に関する波動関数とエネルギーレベルに関する知見が得られる。解法は，3つの領域ごとに，時間に依存しないSchrödinger方程式をたて，それらの波動関数の一般解を，それぞれ，
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問題3.5.2_1　１次元箱形ポテンシャル(3.5.2_1)の中に質量
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同様にして，
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問題 3.5.2_2　前問3.5.2_1において求めた下位の2つの定常状態を等しく重ね合わせて作った状態
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問題 3.5.2_3　前問3.5.2_1において求めた全ての定常状態を重ね合わせて作った状態
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を満たすように，
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問題3.5.2_4　１次元箱形ポテンシャル(3.5.2_2)の中に質量
[image: image390.wmf]m

の１つの質点が運動している系を記述するSchrödinger方程式を示し，その定常状態（固有値及び固有関数）を求めよ。
問題3.5.2_5　１次元箱形ポテンシャル(3.5.2_4)の中に質量
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である１つの質点が運動している系を記述するSchrödinger方程式を示し，その定常状態（固有値及び固有関数）を求めよ。
問題 3.5.2_6　問題3.5.2_2において，質点の位置と運動量に関する分散をそれぞれ計算し，それらの不確定性関係を示せ。
３．５．３　Kronig-Pennyモデル
このモデルにおいて，時間に依存しないSchrödinger方程式は以下のように表わされる。
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ここで，
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そこで，区間
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区について，時間に依存しないSchrödinger方程式をつくると，それらは，それぞれ以下のようになる。
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となる。ただし，式(3.5.3_4)で
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ここで，2つの波動関数(3.5.3_5)，(3.5.3_6)は，
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となる。この4つの条件を満たし，かつ
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この式は， 
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となる。
問題 3.5.3_1　ブロッホの定理の内容を説明し，それが成立することを示せ。
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「周期的ポテンシャル
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これが成立することは，以下のように理解できる。
並進演算子
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問題 3.5.3_2　式(3.5.3_10)の右辺の関数を
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３．５．4　水素原子モデル
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式(3.5.4_1)において，波動関数が，

[image: image440.wmf])

,

(

)

(

)

,

,

(

f

q

f

q

y

Y

r

R

r

=

と変数分離できることを仮定すると，

[image: image441.wmf])

,

(

),

(

f

q

Y

r

R

を支配する方程式は，それぞれ，以下のようになる。

[image: image442.wmf]R

E

R

r

e

R

r

r

d

d

r

r

d

d

m

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

0

2

2

2

2

2

2

4

2

2

e

p

l

h

h

　　　　　　　　　　　　(3.5.4_4)

[image: image443.wmf]Y

Y

d

l

f

q

q

q

q

q

=

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

2

2

2

2

sin

1

sin

sin

1

h

　　　　　　　　　　　　(3.5.4_5)
ここで，
[image: image444.wmf]l

は分離パラメータである。
問題 3.5.４_1　直交座標系から極座標系への変数変換によって，式(3.5.4_2)，(3.5.4_3)を導け。
問題 3.5.４_2　式(3.5.4_4)，(3.5.4_5)を解き，水素原子の波動関数を具体的に示せ。
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３．５．5　Schrödinger方程式の数値的解法
１次元Schrödinger方程式を考える。

[image: image445.wmf])

,

(

)

(

)

,

(

2

)

,

(

2

2

2

t

x

x

U

x

d

t

x

d

m

t

t

x

i

Y

+

Y

-

=

¶

Y

¶

h

h

　　　　　　　　　　　　　　　　(3.5.5_1)
において，
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及び時間に依存しないSchrödinger方程式，
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を得る。そこで，式(3.5.5_4)を数値的に解くことを問題とする。式(3.5.3_4)を変形すると，
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を得る。ただし，
[image: image454.wmf]n

n

x

x

x

-

º

D

+

1

である。この２つの式(3.5.5_6)，(3.5.5_7)より，
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の値を求めることができる。実際には，以下の手順で計算を行う。
（1） 波動関数の初期値
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（２）上の操作で，
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の値に対してのみ，これが可能である。これにより，許されるエネルギーレベルが求まる。
（３）上で求まる
[image: image468.wmf])
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を規格化して，波動関数とする。

問題3.5.5_1　１次元調和振動子系の時間に依存しないSchrödinger方程式の解を数値的に求めるさらに計算精度がよいアルゴリスムを示せ。
問題3.5.5_2　波動関数の初期値が与えられたとき，時間に依存するSchrödinger方程式を使って，波動関数の時間依存性を数値的に求めるアルゴリスムを示せ。
3．6 正準量子化
　直交座標系における位置座標に対応する演算子
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で記述される一般の系においては，以下のように，量子力学的に記述する。これを正準量子化という。
（1） 対象とする系を正準形式（ハミルトン形式）で記述し，そのハミルトニアンを
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（2） 正準変数
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（3） ハミルトニアン
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（4） 系の時間発展は，Schrödinger方程式
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に従う。
問題3.6_1  正準量子化の方法を使って，１次元調和振動子の系を量子力学的に記述せよ。
問題3.6_2  ハミルトニアンが
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４．数学的補充
４．１　ベクトル空間
４．１．１　ベクトルの基本演算
　　加算　
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その要素の間に，これらの基本演算が定義されている集合をベクトルという。
４．１．２　ベクトルの一次独立・一次従属
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４．１．３　ベクトルの次元
ベクトルの集合があり，その要素の中から１次独立なベクトル，
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４．１．４　ベクトルの成分表示
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問題4.1.4_1  以下の文の空欄を埋めよ。
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４．１．５　ベクトルの応用演算
　・内積（スカラー積）　
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問題4.1.5_1  以下の文の空欄を埋めよ。
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問題4.1.5_2  ベクトル
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4．2 関数空間
[image: image1149.wmf])

(

x

A


・複素関数
[image: image582.wmf])

(

x

f

を関数空間のベクトルとみて，
[image: image583.wmf]f

で表す。
・その複素共役関数
[image: image584.wmf]*

)

(

x

f

を関数空間のベクトルとみて，
[image: image585.wmf]f

で表す。

・複素関数
[image: image586.wmf])

(

),

(

x

g

x

f

の内積　
[image: image587.wmf]ò

=

b

a

dx

x

g

x

f

g

f

)

(

*

)

(


ここで，積分領域
[image: image588.wmf][

]

b

a

,

は，適宜設定される。周期
[image: image589.wmf]L

の関数である場合には
[image: image590.wmf][

]

L

,

0

や
[image: image591.wmf][

]

2

/

,

2

/

L

L

-

が採用される。周期がない関数では，
[image: image592.wmf][

]

¥

+

¥

-

,

である。
（
[image: image593.wmf]Û

ベクトルの内積：
[image: image594.wmf]å

=

×

i

i

i

g

f

g

f

）
（・実関数
[image: image595.wmf])

(

),

(

x

g

x

f

の内積　
[image: image596.wmf]ò

=

b

a

dx

x

g

x

f

g

f

)

(

)

(

　）
・関数のノルム　
[image: image597.wmf]ò

=

b

a

dx

f

f

x

f

*

)

(

2


（
[image: image598.wmf]Û

ベクトルのノルム：
[image: image599.wmf]å

=

i

i

f

2

2

f

）
・関数の直交　
[image: image600.wmf]0

)

(

*

)

(

=

=

ò

b

a

dx

x

g

x

f

g

f


（
[image: image601.wmf]Û

ベクトルの直交：
[image: image602.wmf]0

=

=

×

å

i

i

i

g

f

g

f

）
　　　・関数
[image: image603.wmf])

(

x

F

の規格直交関数系
[image: image604.wmf].)

.

.

,

2

,

1

(

=

i

f

i

（ノルムが１で互いに直交する関数系）の１つの関数
[image: image605.wmf]i

f

に対する成分　
[image: image606.wmf]ò

=

b

a

i

i

dx

x

F

x

f

F

f

)

(

*

)

(


（
[image: image607.wmf]Û

ベクトル
[image: image608.wmf]F

の単位ベクトル
[image: image609.wmf]i

f

に対する成分：
[image: image610.wmf]i

f

F

×

）
問題4.2_1　関数系
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問題4.2_2  領域
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問題4.2_3　関数系
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問題4.2_4  領域
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問題4.2_5  領域
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問題4.2_6  領域
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問題4.2_7  領域
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問題4.2_8  領域
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問題4.2_9  領域
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問題4.2_10  前問の
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問題4.2_11  問題4.2_1及び問題4.2_2から，以下の関係があることが分かる。　
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問題4.2_12　前問に置いて，
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４．３　線形演算子
　任意の複素関数
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なお，一般の演算子
[image: image680.wmf]Q

について，
[image: image681.wmf]1

2

2

1

*

y

y

y

y

+

=

Q

Q

の関係（
[image: image682.wmf]*

|

|

*

|

2

1

1

2

2

1

y

y

y

y

y

y

+

+

=

=

Q

Q

Q

即ち
[image: image683.wmf]2

1

2

1

|

|

y

y

y

y

+

=

Q

Q

）を満たす演算子
[image: image684.wmf]+

Q

を，演算子
[image: image685.wmf]Q

に対するエルミート共役演算子という。（
[image: image686.wmf]+

Q

を
[image: image687.wmf]Q

ダガーとよむ。添え字＋は本来は(であるが，数式へのフォント入力制限のために，このテキストでは＋になっている。）演算子がエルミート演算子である条件は，
[image: image688.wmf]Q

Q

=

+

である。
問題4.3_1　
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問題4.3_2　位置座標の演算子
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はエルミート演算子であることを示せ。
問題4.3_3　運動量の演算子
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問題4.3_4　エルミート演算子
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問題4.3_7　演算子
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問題4.3_10　演算子
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４．４　交換子と交換関係
　量子力学を記述する演算子の積は，一般に交換則が成立しない。すなわち，２つの演算子
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問題4.4_1　演算子
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に関して，以下の交換関係が成立することを示せ。
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問題4.4_2　座標演算子
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問題4.4_3　エネルギー演算子
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問題4.4_4　２つのエルミート演算子
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任意の関数
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が成立するので，これに
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を得る。
問題4.4_5　前問の結果と交換関係を使って，以下の関係を示せ。
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問題4.4_6　２つの演算子
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が可換である場合には，２つの演算子の固有方程式を同時に満たす固有関数が存在することを示せ。

問題4.4_7　２つのエルミート演算子
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と
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が可換である場合には，演算子
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もエルミートであることを示せ。
５．物理学的補充　１（特殊相対性理論と相対論的力学）
５．１　ガリレイ変換
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方向を向いており，２つの慣性系の座標軸は平行であるとする。１つの事件（事象：event）をこれらの慣性系で観測したとき，それぞれ，
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と表記する。これらの値の間には，以下の関係があると考える。ただし，
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及びこれと同等な関係，
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をガリレイ変換という。
問題5.1_1 ガリレイ変換より，速度の合成則
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を示せ。
問題5.1_2 ニュートンの運動方程式は，ガリレイ変換に対して，形が変わらないこと，すなわち，２つの慣性系で物体の運動が同じ形の式で記述できることを示せ。ただし，運動方程式として，以下の調和振動子に対する微分方程式について考察せよ。運動方程式はＳ系で
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における振動子の位置と釣り合いの位置（バネの自然長）である。[ヒント：上の運動方程式をガリレイ変換し，Ｓ′系での運動方程式を求めよ。]
５．２　ローレンツ変換
５．２．１　特殊ローレンツ変換
　問題5.1_1において，
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となり，光速が慣性系に依存しないという実験事実（光速度絶対の原理）に反する。従って，ガリレイ変換は正しい変換ではない。光速が慣性系に依存しないで一定であること（光速絶対の原理）を要請すると，正しい変換則を導くことができる。これをローレンツ変換という。
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２つの慣性系Ｓ，Ｓ′の相対速度
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の方向に
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特殊ローレンツ変換は以下の式で表される。
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これらの式をダッシュのつかない変数について解き直すと，
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を得る。これを逆変換式という。
上のローレンツ変換式は，それぞれ，さらにスマートな以下の形で表現できる。
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問題5.2.1_1 ガリレイ変換式(5.1_1), (5.1_2)を光速度絶対の原理を満たすように変形することによって，ローレンツ変換式 (5.2.1_1), (5.2.1_2)を導出せよ。[ヒント：式(5.1_1), (5.1_2)を，それぞれ，
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これらの積をとって，
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問題5.2.1_2 ローレンツ変換式(5.2.1_1), (5.2.1_2)より，速度の合成則 
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を導け。また，
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を求めよ。
問題5.2.1_3　問題5.1_2において，ニュートンの運動方程式はローレンツ変換よって，その形が変わることを示せ。
問題5.2.1_4 ローレンツ変換式(5.2.1_3), (5.2.1_4)の内容は以下のように図示できることを示せ。
[問題点あり]
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Ｓ系からＳ′系への変換：(5.2.1_3) 　　　Ｓ′系からＳ系への変換：(5.2.1_4)
[ヒント：Ｓ′系の原点
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なる事象）をＳ系で観測したものが，Ｓ′系の
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軸に対応すること注目し，これらの関係をローレンツ変換すれば，左の図が得られる。右図についても，同様に考えよ。]
問題5.2.1_5　時刻
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において２つの慣性系Ｓ，Ｓ′の原点（それらは一致している）から放射された光の波面の運動を上の図に記入し，その意味を考察せよ。
問題5.2.1_6 ローレンツ変換式(5.2.1_1), (5.2.1_2)より，
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を示せ。
問題5.2.1_7 観測者に対して静止している慣性系（静止系，Ｓ系）で長さ
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で運動ている慣性系（運動系，Ｓ′系）上の観察者からは，棒の長さは
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を示せ（空間の収縮：動いている観測者からは静止系の物体が縮んで見える）。また，これを問題5.2.1_4の図を使って説明せよ。[ヒント：棒の長さを測定するためには，棒の両端をその座標系で同時刻に観測しなければならない。式(5.2.1_1) を使って変換すると異なる時刻の測定になる。これを確かめよ。式(5.2.1_2)を使って変換すれば正解が得られる。その場合，両端の測定の同時性を確認せよ。]
問題5.2.1_8 運動系（Ｓ′系）で長さ
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示せ（空間の収縮：静止している観測者からは動いている物体が縮んで見える）。また，これを問題5.2.1_4の図を使って説明せよ。
問題5.2.1_9 運動系（Ｓ′系）中の位置
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（時間の遅れ：静止している観測者からは運動系で起こる現象がゆっくり進むように見える）。また，これを問題5.2.1_4の図を使って説明せよ。[ヒント：花の寿命はＳ′系で同じ位置にあること。これを満たすようにするために，ローレンツ変換式(5.2.1_2)を使って考えよ。]
問題5.2.1_10 静止系（Ｓ系）中の位置
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示せ（時間の遅れ：運動している観測者からは静止系で起こる現象がゆっくり進むように見える）。また，これを問題5.2.1_4の図を使って説明せよ。
５．２．２　ローレンツ変換（一般形）
慣性系（Ｓ系）に対して，勝手な向きに速度
[image: image868.wmf]v

で運動している慣性系（Ｓ′系）を考える。この場合，ローレンツ変換は，以下のように与えられる。ただし，
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逆変換は，
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である。
問題5.2.2_1   ローレンツ変換式(5.2.2_1), (5.2.2_2)より，速度の合成則 
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                           (5.2.2_4)
を導け。
問題5.2.2_2   ローレンツ変換式(5.2.2_1), (5.2.2_2)より，
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                                  　     (5.2.2_5)
を示せ
問題5.2.2_3   ローレンツ変換式(5.2.2_1), (5.2.2_2)は，
[image: image879.wmf]v

と
[image: image880.wmf]x

が並行の場合は，特殊ローレンツ変換式(5.2.1_1)，(5.2.1_2)と同形になることを示せ。
問題5.2.2_4   速度変換式(5.2.2_3), (5.2.2_4)は，
[image: image881.wmf]v

と
[image: image882.wmf]u

が並行の場合は，速度変換式(5.2.1_5)，(5.2.1_6)と同形になることを示せ。
問題5.2.2_5   速度変換式(5.2.2_3), (5.2.2_4)において，
[image: image883.wmf]v

と
[image: image884.wmf]u

が直交する場合の表式を求めよ。また，このとき，
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を求めよ。
5．3 相対論的力学
　前節で述べたように，ニュートン力学は絶対時間，絶対空間（恒星に張り付いた座標系）の概念のもとに構築されている。そのため，これらの概念は「光速度がすべての座標系で一定である」という光速度一定の原理と矛盾する（問題5.1_1参照）。光速度一定の原理を実験事実として受け入れるならば，ニュートン力学の絶対時間，絶対空間の概念を放棄し，正しい力学理論を構築しなければならない。正しい力学理論においては，時間，座標，力学的物理量が，ローレンツ変換に対して正しい形で変換するように，運動に関する物理量を再定義する必要がある。ローレンツ変換に対して運動法則の表式の形が変わらないようにニュートン力学を修正した力学を，相対論的力学という。相対論的力学の表式は，光速度に比べて十分小さな速度で運動する場合には，ニュートン力学のそれと一致すべきである。そのため，相対論的力学の表式は，ニュートン力学の関係式を参考にしつつ，それに修正を加えて再定義することによって得られる。相対論的力学の主な関係式を以下に示す。これらの式の導出については，後述の問題演習及び参考文献（10）P.61-70を参照せよ。
　運動量：　
[image: image886.wmf]u

p

m

=

，
[image: image887.wmf]2

0

)

/

(

1

c

u

m

m

-

=

　　　　　　　　　       　　　　　　(5.3_1)
ここで
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　運動エネルギー：　
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　エネルギー：　
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　力：　
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　ここで
[image: image893.wmf]F

は静止状態で作用する力（
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のときの力）
　固有時間（運動物体と共に動く時計の刻む時間）：　
[image: image895.wmf]dt

c

u

d

τ

2

)

/

(

1

-

=

　　　 (5.3_5)
　（これについては，問題5.2.1_9を参照せよ。）
　運動方程式：　
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はある慣性系（静止系）での力と微少時間，
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，
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はそれに対して速度
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で動いている慣性系での力と微少時間である。
問題5.3_1　相対論的力学を構築するために，運動量が
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問題5.3_2  前問において，
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は直交すると仮定して，問題5.2.2_5で得られる表式を利用せよ。
問題5.3_3  ニュートン力学と同様にして，相対論的力学においても，運動エネルギー
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ここで
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従って，
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問題5.3_4  特殊ローレンツ変換(5.2.1_1)，(5.2.1_2)に対して，
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 及び
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は以下のように変換されることを示せ。
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であるが，これに速度の合成式(5.2.1_6) 
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ここで，
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を考慮した。
すなわち，
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 及び
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は，ローレンツ変換において，
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と同様の関係で変換される。
または，ローレンツ変換式(5.2.1_3)，(5.2.1_4)を考えると，
[image: image956.wmf]p

 及び
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と同様の関係で変換されるとみることができる。
問題5.3_5　式(5.2.2_5)と同様に，
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が成立することを示せ。
問題5.3_6　前問より，以下の関係式を示せ。
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問題5.3_7　光子（光速
[image: image963.wmf]c

で運動する静止質量
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となることを確認せよ。
問題5.3_8　α線粒子の運動エネルギーは，９MeVである。この粒子のもつ運動量，波長を求めよ。 
問題5.3_9　β線粒子（電子）の運動エネルギーは，５MeVである。この粒子のもつ運動量，波長を求めよ。 
問題5.3_10　γ線（電磁波）光子のエネルギーは，１MeVである。この光子のもつ運動量，波長を求めよ。 
５．４　相対性理論の4次元的定式化
特殊ローレンツ変換(5.2.1_1)，(5.2.1_2)において，変数を以下のように変更すると，
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特殊ローレンツ変換は，4元ベクトルと4元テンソルを使って以下のように表現できる。
　　
[image: image976.wmf]÷
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逆変換は，
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である。ここで，
[image: image978.wmf]2
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問題5.4_1　問題5.3_4の結果を4元ベクトルと4元テンソルを使って表現せよ。
問題5.4_2　問題5.3_5の結果を4元ベクトルと4元テンソルを使って表現せよ。
６．物理学的補充 ２（波動方程式）
６．１　電磁波の波動方程式
問題6.1_1　真空中のマックスウェルの方程式を示せ。
（答）
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問題6.1_2　真空中のマックスウェルの方程式より電磁波の従う波動方程式を導け。
マックスウェルの方程式の第3式の両辺のローテーションをとり，
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ここで，公式
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を使って，左辺を変形させると，
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一方，右辺は
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従って，
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　すなわち，
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これはベクトル式であることに注意が必要である。直交座標表示では，そのx成分は，
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６．２　弾性波の波動方程式
問題6.2_1　無限に長い1次元質量バネモデル（質量
[image: image991.wmf]m

の質点がバネ定数
[image: image992.wmf]k

のバネと繰り返し1次元的に結合している系）の各質点の運動を記述する連立微分方程式を導け。
（答）
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番目の質点の平衡位置（格子位置
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問題6.2_2　前問の運動方程式の連続体近似より，弾性波の従う波動方程式を導け。
（答）
質点
[image: image999.wmf]i

の位置を
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となり，これは，
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を得る。一方，オイラー近似では，1次微分は
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従って，2次微分は
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より，
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式(6.2_2)は　
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付録：問題の解答例
問題1_2
空洞輻射の問題では，空洞の壁（温度
[image: image1013.wmf]T

）からはそれを構成する原子分子の熱運動のために，電磁波が放出・吸収される。空洞の壁は，エネルギーの出入りを可能にする温度
[image: image1014.wmf]T

の熱浴と考えられる。その結果，空洞には様々な振動数の電磁波が充満し，そのエネルギーは，熱浴と平衡状態にある。この平衡状態において，単位体積の空洞に波長
[image: image1015.wmf]l

（振動数
[image: image1016.wmf]l

n

c

=

）の電磁波がどれだけのエネルギーを持って存在しえるかという問題について考察する。この問題は本来，空洞と壁との電磁エネルギーのやりとりであるが，これを力学系に置き換えて考える（これが可能であることは参考文献１の付録Ⅳに述べられている）。すなわち，空洞中の波長
[image: image1017.wmf]l

（振動数
[image: image1018.wmf]l

n

c
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）の電磁波を振動数
[image: image1019.wmf]n

の１次元調和振動子で置き換える。これをプランクの振動子という。これが熱浴と熱平衡状態にあるときのエネルギーを計算する。これを古典的に考えれば，エネルギー等分配則より１つの自由度当たりの運動エネルギーは
[image: image1020.wmf]kT

2

1

であり，一般に調和振動子には，それと等しい位置エネルギーがあるから，プランクの振動子のエネルギーは，振動数に依存しないで，常に
[image: image1021.wmf]kT

となる。空洞には無限に多くの振動モード（無限に多くの振動数の電磁波）が存在しえるので，上述の考えでは，空洞のエネルギーは
[image: image1022.wmf]kT

×無限大＝無限大になるという困難が生じる。空洞輻射の実験データからは，振動数に依存したエネルギー分配率が知られている。この分配率を正しく計算することが空洞輻射の理論的課題である。プランク振動子の平均的エネルギーを計算する式

[image: image1023.wmf]òò

òò

-

-

+

=

dp

dq

e

dp

dq

e

p

b

q

a

E

kT

E

kT

E

/

/

2

2

)

(

，　　
[image: image1024.wmf]2

2

bp

aq

E

+

=


において，プランクは，エネルギーを
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と離散化して計算すると，すなわち，上の積分を以下の級数で計算し，
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実験的に良く合う分配率
[image: image1027.wmf]1
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が得られることを示した。
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は，調和振動子のエネルギーは，連続的に如何なる値を取ることができるわけではなく，その振動数で決まるエネルギーの単位（素量
[image: image1029.wmf]n
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）の整数倍の値しか取り得ないことを示している。素量
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をプランクのエネルギー量子という。調和振動子（空洞の電磁波）と熱浴系（空洞の壁）は連続的なエネルギー量のやりとりが禁止されており，エネルギーのやりとりに素量があることを意味する。このエネルギーの「つぶ」的な性格は，通常の古典力学の物理量に課せられる概念（連続性を特徴とする実数概念）とは相いれないものであった。
問題3.5.2_1　この系を記述する古典力学のハミルトニアンは，
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で置き換えると，演算子の関係として，
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を得る。従って，この系のSchrödinger方程式は，
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である。まず，この方程式の定常解を求める。そこで，
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を要請し，これを式（１）に代入すると，
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を得る。この両辺を
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の式，右辺は
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の式となるので，それらが等しくなるのは，その各々が定数となる場合である。それを
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である。ここで，
[image: image1045.wmf]E

を分離定数といい，この場合はエネルギーの次元をもつ定数である。従って，
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を得る。式（２）の解は，
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ここで，任意定数
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を得る。
これらの定常状態において，位置を測定したときの期待位置
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であるから，位置の分散は，
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同様に運動量やエネルギーの期待値と分散も計算できる。これらの計算から，定常状態に於ける各種物理量の期待値は定数で時間に依存しないこと，位置の分散と運動量の分散から位置と運動量の測定には不確定原理が成立すること，定常状態はエネルギーの固有状態であるから，エネルギーの分散はゼロとなること（エネルギーを測定するとバラつきなしにその固有値が測定されること）などが確認できる。
問題4.3_1　位置座標の演算子
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となり，演算子
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はエルミート演算子である。
問題4.3_2　運動量の演算子
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ここで，右辺の第1項は，波動関数が無限遠方でゼロであることを要求するとゼロであるから，この項を落として考えてよい。
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問題4.3_3　 
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問題4.3_4　演算子
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問題4.4_5　２つの演算子
[image: image1120.wmf]Q

と
[image: image1121.wmf]R

が可換である場合には，演算子
[image: image1122.wmf]Q

の固有方程式を
[image: image1123.wmf]lj

j

=

Q

と書くなら，
[image: image1124.wmf]j

l

j

j

R

R

Q

Q

R

=

=

}

{

}

{

が成立するので，
[image: image1125.wmf]j

R

は
[image: image1126.wmf]Q

の固有関数となり，
[image: image1127.wmf]j

と同じ固有
[image: image1128.wmf]l

を有する。従って，
[image: image1129.wmf]j

R

は
[image: image1130.wmf]j

に比例し，
[image: image1131.wmf]aj

j

=

R

と書ける。
[image: image1132.wmf]Q

と
[image: image1133.wmf]R

で表される物理量は，同時測定可能であり，その状態は同じ固有関数で表される。
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